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енный четырехзвенник 21АВOO  и является построением Бобилье в начальной 
плоскости зацепления. Точка K является одной из точек контакта. 

Для произвольной точки кон-
такта 1K  (рисунок 1) проведем ли-
нию зацепления CD параллельно АВ, 
найдем новый полюс 1W  и проведем 

плоскость зацепления 1Σ , которая 
пересечет оси вращений в точках 1D  
и 1C . Из этих точек опустим перпен-
дикуляры на линию зацепления CD. 
Полученный четырехзвенник 11DCCD  
и является построением Бобилье в 
произвольной точке контакта. 

Для передачи с непостоянным 
углом зацепления построения анало-
гичны, только линия зацепления – 
кривая, проходящая через выбран-
ную точку контакта. Угол зацепле-
ния 1α  образует прямая, проведенная через точку контакта и полюс зацепле-
ния. Все линии зацепления имеют один вид.  

Для вычисления радиусов кривизны в случае постоянного угла зацепле-
ния можно применить уравнение Эйлера-Савари в виде, предложенном Ф.Л. 
Литвиным 
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где α  – угол зацепления в полюсе передачи; 21, ρρ  – радиусы кривизны кон-
тактирующих поверхностей; 011 WOR =  и 022 WOR = . 

Для передачи с переменным углом зацепления уравнение (1), как пока-
зано в работе [1], принимает вид 
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где α1 – текущий угол зацепления. Все остальные параметры такие же, как и в (1). 
Для вычисления радиусов кривизны рабочих поверхностей можно вос-

пользоваться формулой 
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Рисунок 1 – К построению Бобилье для 

пространственной передачи 
в произвольной плоскости зацепления 
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где l – расстояние iiWK ; nβ  – угол смеще-
ния в построении Бобилье (рисунок 2), опре-
деляемый по формуле  
 

α
β

tg
arctg

kR
k

n
n ±

= ;             (4) 

 

n – номер зубчатого колеса. 
 

Выводы. Показано, что для про-
странственной передачи можно применять 
формулы (1) и (2) в соответствии с видом 
линии зацепления. 
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КИНЕМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД И ЕГО РЕАЛИЗАЦИЯ 
В ПРИЛОЖЕНИЯХ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО СИНТЕЗА  
ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ 

 
У статті описані основні співвідношення кінематичного методу Литвина стосовно геометричного 
синтезу просторових зачеплень. Реалізація співвідношень кінематичного методу проведена на 
прикладі двопараметричних передач. 
 
The theoretical basic of Lytvyn’s kinematics method as it applies to the geometrical synthesis of the spa-
tial gears are described in the paper. Realization of the kinematics method is described on the example 
of two-parameter gear. 
 

Введение. Рассмотрим общие свойства задачи синтеза геометрии и анализа 
напряженно-деформированного состояния (НДС) сложнопрофильных тел c ки-
нематически генерируемыми поверхностями, которые без потери общности 
можно осуществить на примере двухпараметрических передач, впервые предло-
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Рисунок 2 – Проекция зацепления
на плоскость XO1Y 
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женных В.Р. Ковалюхом [1-7]. При их исследовании  потребовалось создать но-
вые схемы решения задач синтеза геометрии и анализа НДС. Особенностью дан-
ного типа передач является то, что в них реализуется одновременно два типа от-
носительного движения зубчатых колес. Помимо вращательного движения, они 
могут совершать смещение относительно друг друга без потери зацепления. При 
этом первоначальный контакт зубьев передачи происходит в точке, а не по линии 
[5, 6]. Для того, чтобы обеспечить такое пространственное зацепление, необхо-
димы зубья сложной формы, не нашедшие широкого распространения ранее. 
Общая методика исследования подобных зубчатых передач была предложена в 
работе [7] и предусматривает решение двух взаимосвязанных задач: синтез рабо-
чих поверхностей зубьев и параметрический анализ по критериям жесткости и 
прочности в пространстве геометрических и силовых характеристик синтезируе-
мой двухпараметрической передачи. 

Ниже предложена математическая модель и реализация метода решения 
первой задачи на примере цилиндро-конической передачи с равновысокими 
зубьями на коническом колесе. Подробно описан алгоритм синтеза рабочих по-
верхностей зубьев, основанный на кинематическом методе Ф.Л. Литвина [4-7], а 
также приведена его численная адаптация. Сравнение и анализ результатов по-
зволил сделать вывод о качественном характере влияния отдельных параметров 
задачи на вид получаемых поверхностей и оценить точность метода. 

 

Этапы решения. При решении задачи синтеза было решено исходить из 
тех предположений, что форма зубьев одного из колес, передаточное отноше-
ние и закон относительного смещения зубчатых колес являются заданными. В 
этом случае становится возможным однозначно определить форму зубьев дру-
гого колеса и линии зацепления, соответствующие обоим независимым движе-
ниям звеньев передачи. Для этого выбрана схема решения (рисунок 1), в кото-
рой реализуется кинематический метод расчета пространственных зубчатых 
зацеплений. Исходными параметрами являются рабочая поверхность зуба од-
ного из колес, параметризованная некоторыми параметрами α  и θ , и закон 
движения колес, определяемый матрицей перехода между локальными сис-
темами координат колес, являющейся функцией параметров движения 1ϕ  и 
u . Для цилиндро-конической передачи [1-3, 6, 7] задается форма зуба цилин-
дрического колеса: ( )θα ,2r  – радиус-вектор точки поверхности зуба в ло-
кальной системе координат; ( )θα ,2n  – вектор нормали в точке зуба с пара-
метрами α и θ . Вращение колес определяется углом поворота конического 
колеса 1ϕ , связанным с 2ϕ , углом поворота цилиндрического колеса, соот-
ношением 

const21
1

2 =−= i
d
d

ϕ
ϕ ,                                             (1) 

 

что соответствует постоянному передаточному числу. Параметр u  отвечает 
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за второе независимое дви-
жение. 

В точке контакта долж-
но выполняться условие об-
катки. Относительная ско-
рость точек зубьев, находя-
щихся в зацеплении, должна 
быть ортогональной общему 
вектору нормали касающих-
ся поверхностей зубьев [4-
7]. Поскольку одновременно 
возможными должны быть 
два разных вида движения, 
указанное условие эквива-
лентно { }отн

u
отн vnvn ⊥⊥ 22 ;

1ϕ , 

где отнv
1ϕ  и отн

uv  – относи-
тельные скорости контакти-
рующих точек, соответст-
вующие вращению и сдвигу 
зубчатых колес, соответст-
венно. При фиксированных 

1ϕ  и u  это условие прини-
мает вид системы двух нелинейных уравнений относительно α и θ, что позво-
ляет найти их как функции параметров движения: 

 

{ .),(;),( 11 uu ϕθθϕαα ==                                          (2) 
 

В свою очередь, с использованием соотношения (2) можно восстановить 
форму зуба конического колеса: 

 

( )),(),,(),(),( 11211211 uuruMur ϕθϕαϕϕ = .                             (3) 
 

Здесь 1r  и 2r  – радиус-векторы точки контакта 
зубьев в локальных системах координатах 
первого и второго колес. При численном ре-
шении системы (2) получается конечный на-
бор точек, а потому искомая форма рабочей 
поверхности зуба первого колеса в конечном 
счете получается в виде сетки (облака) точек. 
 

Условие зацепления. Рассмотрим две ор-
тогональные системы координат 321 eeeOe  и 

 
 

Рисунок 2 – Системы координат 
321 eeeOe  и 321 fffOf  

 
Рисунок 1 – Алгоритм синтеза рабочей поверхности 

зубьев двухпараметрической передачи 
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321 fffOf  (рисунок 2) в аффинном пространстве и некоторую точку M , коорди-

наты которой в каждой из них выражаются как ).,();,( j
ff

ji
ee

i frrerr ==  Ради-

ус-векторы связаны между собой соотношением ,; efeffefe rdrrdr +=+=  откуда 

),( i
eff

i edd = , f
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ef
ij

f
iij

f
ji

ef
i

ee
i rLdefrederr +=+== ),(),(),( , ),( ji

ef
ij feL = . В ре-

зультате можем выразить компоненты одного вектора через компоненты другого: 
 

.; efeeffeffe rLdrrLdr +=+=                                       (4) 
 

Матрицы вращения efL  и feL  взаимообратные и ортогональные: 
Tefeffe LLL )()( 1 == − . Векторные величины fd  и ed  связаны между собой со-

отношением ffee dLd −= . Соотношения (4) удобно записывать в однородных 

координатах: ( )Teeee rrr 1321=ρ ; ( )Tffff rrr 1321=ρ . Они тогда принимают вид: 

,; efeffefe MM ρρρρ ==  где efM  и feM  – матрицы взаимного перехода для од-
нородных координат: 
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Приведенные выше соотношения используются для описания движения 
зубчатых колес и записи связи между координатами точек в локальных системах 
координат. Вводятся четыре системы координат (рисунок 3). Локальные системы 
колес iiii zyxO  вращаются вместе с ними, координаты точек зубьев в этих систе-
мах не меняются. Системы 000 iiii zyxO  соответствуют фиксированному положению 
звеньев при некотором значении параметра u . Угол между осями 0ix  и 0iy  и соот-
ветствующими осями локальной 
системы координат равен углу по-
ворота колеса iϕ . Таким образом, 
взаимное движение колес разде-
ляется на перемещение осей вра-
щения и центров звеньев, опреде-
ляемое параметром u , и враще-
ние вокруг осей 0iz  с угловыми 
скоростями, связанными переда-
точным соотношением (1). 

Рассмотрим точку зацеп-
ления звеньев 1 и 2 и соответст-
вующие ей точки на поверхно- Рисунок 3 – Системы координат звеньев передачи
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сти звеньев с радиус-векторами 1r  и 2r . Компоненты однородных координат 
этих точек связаны соотношением 1212 ρρ M= , где 

 

)()()( 1111222221 0000 ϕϕ MuMMM = .                                   (5) 
 
Чтобы определить относительную скорость точек звеньев в месте кон-

такта, вводится произвольная неподвижная система координат, которой отве-
чает индекс "s". 1sM  и 2sM  определяют переход от локальных координат к 
введенным глобальным. При этом 
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В качестве t  может выступать как время, так и другой параметр движения, 
в частности, 1ϕ  или u . С учетом того, что 2121 MMM ss = , определяется относи-
тельная скорость точек, находящихся в зацеплении, в неподвижной системе ко-
ординат: 
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Таким образом, в системе координат второго звена относительная ско-

рость принимает следующее значение: 1212 ρM
dt
dv отн = . Для того, чтобы дви-

жение звеньев передачи происходило свободно в области параметров 1ϕ , u , 
необходимо, чтобы условие зацепления выполнялось для всех возможных пе-
ремещений, определяемых этими параметрами. Для каждого из них в отдель-
ности условие nvотн ⊥  записывается следующим образом: 

 

.0;0 1
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ϕ u

MnMn TT                                    (6) 

 

Здесь 2n  – вектор, первые три компоненты которого равны компонен-
там вектора общей нормали в локальной системе координат второго звена, а 
четвертая – нулю. Соответственно, значение этого вектора определяется па-
раметрами поверхности зуба второго колеса α  и θ : ),(22 θαnn = . Помимо 
этого следует учесть, что 2211 ρρ M= . Вместе с отношениями (6) это позво-
ляет записать условие зацепления в точке зуба ),(2 θαρ  в виде системы 
уравнений: 
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С учетом (5) и (1) 
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Матрицы вращения 011M , 022M  и их производные имеют простой вид: 
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Матрица перехода 0012M  определяется сложным относительным движением 
конического и цилиндрического колес. Для случая цилиндро-конического зацепле-
ния предложено такое взаимное расположение [1], при котором цилиндрическое 
колесо размещается перпендикулярно линии зуба на коническом колесе. При этом 
матрица 0012M  определяется выбором линии и радиуса конического колеса. 

 

Условие эквидистантности линии зубьев 
на коническом колесе. В [1] было предложено 
подчинить линии зубьев на коническом колесе 
условию эквидистантности, которое заключает-
ся в следующем. Расстояние по поверхности 
конуса между двумя соседними линиями, полу-
чающимися одна из другой вращением на угол 
δ , должно быть постоянным (рисунок 4). Такое 
требование обеспечивает равную высоту полу-
чающихся зубьев конического колеса и глубину 
впадин между ними. В результате зуб получает-
ся одинаково прочным и одинаково входит в зацепление с зубьями цилинд-
рического колеса по всей своей длине. 

 
Рисунок 4 – Линии зубьев на 

коническом колесе 
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Для нахождения такой линии запараметризуем поверхность конуса и изобра-
зим искомую линию на его развертке на плоскости. Вводим ψ и u  – ортогональ-
ные координаты (рисунок 5), для которых координатные линии являются направ-

ляющими горизонтальными окружностями и прямыми образующими соответст-
венно. При развороте конуса прямые переходят в прямые на плоскости, пересе-
кающиеся в точке кO . Окружности с разрезом переходят в дуги концентрических 
окружностей на плоскости. При этом их длина составляет )sin(2 1 επ uR − . Рас-
твор угла развертки равен επsin2 . Соответственно, εψψ sin~ =  – угол между ли-
нией разреза и образом координатной линии ψ . Координатные линии при раз-
ворачивании остаются ортогональными и не меняют длины. Это значит, что 

отображение изометрично, и на 
развертке все углы и длины всех 
кривых сохраняются. Рассмотрим 
одну линию зуба и соседнюю с ней 
(рисунок 6). Выполнение условия 
эквидистантности этих линий на 
конусе эквивалентно существова-
нию общей нормали постоянной 
длины для их образов на развертке. 
При этом повороту линии зуба на 
угол δ  соответствует поворот ее 
образа на развертке вокруг точки 

кO  на угол εδ sin . 
Утверждение. Если MN  (см. 

рисунок 6) постоянно вдоль некото-
рой кривой, то равноотстоящая от 
нее кривая совпадет с ней при пово-

 
Рисунок 6 – Линии  
зубьев на развертке 

конуса 
 

Рисунок 5 – Параметризация конуса 

Рисунок 7 – Критерий эквидистантности 
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роте на определенный угол. Действительно, пусть первая кривая имеет уравне-
ние )(1 uψψ = , а равноотстоящая от нее вторая кривая – уравнение )(2 uψψ = , 
тогда в произвольной точке 1M  первой кривой существует общая со второй 
кривой нормаль 21MM  (рисунок 7). Определим точку 2M ′  как пересечение 
первой кривой с окружностью с центром в кO , проходящей через 2M . По-
скольку полученная точка будет принадлежать первой кривой, 1122 NMNM =′′ . 
С другой стороны, 2211 NMNM =  как стороны прямоугольника. Отсюда следу-
ет, что треугольники 22NMOк  и 22NMOк ′′  равны и поворотом на некоторый 
угол δ~  совмещаются, а, значит, 22 ββ =′ .  

Имеем: 
 

δ+ψ=ψ⇒ψ′=ψ′

ε−ψ′+
=β′

ε−ψ′+
=β

⇒
β=β′

~
)()()()(

)sin(1

1
)sin(1

1

1212

2
1

2
1

2

2
1

2
2

2

22

uuuu

uR

uR
. 

 

Отсюда видно, что кривые )(1 uψψ = , )(2 uψψ =  действительно получают-
ся одна из другой поворотом на δ~ . Легко доказать и обратное к Утверждению. 
Таким образом, условие постоянства MN  получается необходимым и достаточ-
ным для эквидистантности линий зубьев и может быть использовано для их оп-
ределения. Итак, ,cos)sin(cosconst 11 RuRMN i βεβ =−⇔⇔=  где )0(iβ=β  – 
угол между касательной к линии зуба и образующей конического колеса в на-
чальной точке зуба. Отсюда с учетом 2

1
2 )sin(1/1cos εψβ uRi −′+=  получаем 
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β
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uR
R

R
. В случае закручивания зуба против часовой 

стрелки приходим к следующему дифференциальному уравнению относительно ψ :  
 

2
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22
1

1 )sin(
cos1

cos
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R

Rdu
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−= , 

 
интегрируя которое, находим следующее общее решение: 
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где С – некоторая константа. 
Отсюда  

ε
β

εψ
β

sin
cos

)sin(1

1cos
1

1
2

1
2 uR

R

uR
i −

=
−′+

= . 

 
В дальнейшем будет использоваться одно из следующих представлений 

частного решения с начальным условием 0)0( =ψ : 
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Выбранная ветвь решения обрывается в точке, где значение iβcos  дос-

тигает единицы: 
ε

βεββ
sin

cos1sincos1cos 1
max

11
−

=⇒−=⇔= RuuRRi . Те-

перь с помощью найденной формы зуба можно задать относительное распо-
ложение осей звеньев передачи и построить матрицу перехода 0012M . 

 

Взаимное расположе-
ние осей колес передачи. 
Положение осей 000 1111 zyxO  
и 000 2222 zyxO  определяется 
параметром u . По нему вы-
бирается точка на линии зу-
ба конического колеса. 
Центр системы координат 
цилиндрического колеса 2O  
располагается по нормали на 
удалении 2R  от выбранной 
точки. Ось 022 xO  направле-
на к точке линии зуба, ось 

022 zO , относительно которой 
цилиндрическое колесо со-
вершает вращение, парал-
лельна касательной к линии 

зуба. Ось 022 yO  выбирается таким образом, чтобы орты системы образовывали 

Рисунок 8 – Взаимное расположение осей  
конического и цилиндрического колес 
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правую тройку (рисунок 8). При таком определении nxO ||022 : 
),(022 ψunxO −= , tzO τ||022 : ψτβ+τβ= iuizO sincos022 , 00000 222222 , zOxOyO ⊥ : 

ψτβτβ iuiyO cossin022 −= , где в левых частях вторых выражений в (6), (7) подра-

зумеваются значения ортов. Здесь ψτ  и uτ  – касательные к координатным линиям 
конуса; под ψ  подразумевается )(uψ ; n  – вектор нормали к конусу в выбранной 
точке линии зуба, которые в системе координат конического колеса имеют сле-
дующее представление: 
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Помимо этого ),(),( 221 ψψ unRurOO += , где ),( ψur  – радиус-вектор точки 

лини зуба на конусе ( )TuRuRur εεψεψψ cos)sin(sin)sin(cos),( 11 −−= .  
В итоге, имея представление для всех трех ортов системы 000 2222 zyxO  и 

вектора 21OO  в системе координат 000 1111 zyxO , можем записать матрицы пре-
образования координат: 
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Для записи системы (7) необходима производная матрицы 0012M  по u . Од-

нако у нее имеется особенность в точке maxuu = , в которой некоторые коэффи-

циенты матрицы 
du

dM 0012  обращаются в бесконечность. Для того, чтобы этого из-

бежать, предлагается изменить переменную дифференцирования. Так, iβ  взаим-

но однозначно выражается через u , при этом ,
0000 1212

du
d

d
dM

du
dM i

i

β
β

= 0<
du
d iβ  при 

2/πβ ≠i . На основании этого второе уравнение системы (7) можем заменить 

эквивалентным 00 212
21

2212
21

2 =
∂

∂
⇔=

∂
∂ ρ

β
ρ MMnM

u
Mn

i

TT . Для нахождения 

id
dM

β
0012  достаточно:  
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Поверхность зубьев цилиндрического колеса. В рассматриваемой ци-
линдро-конической передаче в качестве профиля зуба выбирается эвольвента 
вращения – поверхность, образованная вращением эвольвенты, лежащей в 
плоскости 222 yxO , вокруг некоторой оси, находящейся в той же плоскости. 
Уравнение эвольвенты в плоскости и выражение для вектора нормали: 

[ ]ααααααα cossin,sincos)( 2 −+= ev
ev Rr ; [ ]ααα cos,sin)( −=evn . 

Параметр α  может принимать как положи-
тельные, так и отрицательные значения (рисунок 9). 
При этом образуется лицевая и тыльная рабочие по-
верхности зуба на цилиндрическом колесе, через 
контакт с которыми передается вращение коническо-
го колеса в двух противоположных направлениях. 
Точки поверхности вращения и компоненты ее нор-
мали находятся по формулам: 

 

( )Tevtrrottr rTTT 10)()(),( 1
2 αθθαρ −= ; 

( )Tevtrrottr nTTTn 00)()(),( 1
2 αθθα −= , 

 

где trT  – матрица перехода к системе координат, содер-
жащей ось вращения, а )(θrotT  – матрица поворота на 
угол θ  вокруг этой оси. Ось в плоскости 222 yxO , вокруг 
которой вращается эвольвента, может быть выбрана про-
извольным образом. Так, в частности, зубья на рисунке 10 
получены вращением вокруг осей, параллельных оси 

22 xO  и расположенных в верхней и нижней полуплоско-
стях для "реверсной" (тыльной) и "аверсной" (лицевой) 
стороны зубьев, соответственно. 
 

Решение системы нелинейных уравнений. Из-
мененная система уравнений (7) будет иметь вид: 

 

Рисунок 10 – Передняя и 
тыльная стороны зубьев на 
цилиндрическом колесе 

evR2

2O 2x

2y

evr evn

Рисунок 9 – „Положитель-
ная" и „отрицательная" 

эвольвенты 
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                               (8) 

 

Радиус-вектор 2ρ  точки поверхности зуба второго колеса и вектор нормали 
к поверхности зуба 2n  задаются как функции α  и θ . При этом параметры на 
поверхности цилиндрического колеса являются искомыми, т.е. из уравнения (8) 
должны быть найдены те значения α  и θ , при которых возможно зацепление 
зубьев колес в положении, определяемом фиксированными 1ϕ  и u  (α  и θ  рас-
сматриваются в пределах области αθΩ , 1ϕ  и u  варьируются в пределах u1ϕΩ ).  

Предполагается, что в области u1ϕΩ  существует подобласть m
u1ϕΩ , в которой 

определены непрерывные функции ),( 1 uϕα , ),( 1 uϕθ , удовлетворяющие системе 

(8). Принадлежность точки ),( 1 uϕ  области m
u1ϕΩ  параметров движения, допус-

кающих зацепление, определяется следующим образом. Каждому из уравнений 
системы (8) соответствует кривая в пространстве параметров α  и θ . Пересече-
ние этих кривых отвечает решениям системы при заданных 1ϕ  и u . При этом 
может оказаться, что в αθΩ  пересечений нет (рисунок 11,а), что означает неосу-

ществимость зацепления. В этом случае m
uu

1
),( 1 ϕϕ Ω∉ . Те же значения, при кото-

рых кривые в области αθΩ  пересекаются в единственной точке (рисунок 11,б), 
принадлежат искомой подобласти. Точка пересечения определяет значения ис-
комых функций ),( 1 uϕα , ),( 1 uϕθ . Вместе с тем возможна ситуация, при кото-
рой имеется более одного пересечения в αθΩ  (рис.  11, в). В таком случае необ-
ходимо разделить ветви решений с разными областями определения, оставив 
лишь одну из них. 

Если при численном решении системы рассматривать сетку точек в об-
ласти u1ϕΩ : 

{ } u
mn

ji
ijij u

1111 ),( ϕϕ Ω⊂
==

,                                           (9) 
 

то среди них будут как те точки, для которых решение в области αθΩ  не суще-
ствует, так и те, для которых существует хотя бы одно решение. Первые точки 
исключаются из рассмотрения, для остальных выбираются значения 
{ } mIji

ijij
∈),(),( θα . Здесь mI  – индексы точек сетки, для которых решение суще-

ствует. Для того, чтобы принять эти числа за значения искомых непрерывных 
функций в точках { } mIji

ijij u
∈),(1 ),(ϕ , необходимо, чтобы в соседних точках сетки 
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значения ijij θα ,  были близкими. По этому принципу можно исключить лиш-
ние решения системы (9). В частности, при численном решении системы итера-
ционными методами [8] в качестве на-
чального приближения для нахождения 

ijij θα ,  можно выбирать полученное ра-
нее решение в соседней точке. В случае 
наличия нескольких нулей в области ите-
рационный процесс сойдется к точке, 
наиболее близкой к начальному прибли-
жению. При этом все узловые значения 
будут принадлежать одной ветви реше-
ния системы. 

Для исследуемой цилиндро-
конической передачи решение системы 
(8) обладает той особенностью, что 

0),( 1 ≡uϕθ  в m
u1ϕΩ , а α  не зависит от 

u . Это значит, что при движении ци-
линдрического колеса вдоль линии зуба 
конического колеса с изменением пара-
метра u  точка контакта на зубе цилинд-
рического колеса не изменяется. Кроме 
того, углы вх

1ϕ  и вых
1ϕ , при которых зу-

бья передачи входят и выходят из зацеп-
ления, одинаковы для всех положений 
колес. Для вращения конического колеса 
против часовой стрелки, при котором 
усилие передается через контакт лице-
вых сторон зубьев, вх

1ϕ  и вых
1ϕ  – мини-

мальное и максимальное значения 1ϕ  в 

области ],0[],[ max
111

uвыхвхm
u ×=Ω ϕϕϕ . Ко-

эффициент зацепления в таком случае 
также не будет меняться при сдвиге ци-
линдрического колеса и вычисляется по 

формуле: 
1

11

/2 z

вхвых

π
ϕϕκ −

= . 

 

Синтез поверхности (зубья на 
коническом колесе). После численного 
решения системы нелинейных уравне-

 
а 

 
б 

 
в 

Рисунок 11 – Кривые корней первого 
и второго уравнений 
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ний поверхность зуба восстанавливается по формуле (3) с подстановкой в нее 
узловых значений ijij θα , . На рисунке 12 изображена полученная таким обра-
зом поверхность зуба с нанесенной на нее сеткой, которая состоит из линий 
двух типов. Одни представляют собой точки контакта при вращении переда-
чи. Они начинаются у корня зуба и заканчиваются его вершиной. Другие тя-
нутся вдоль линии зуба и состоят из точек, в которых касаются зубья при 
движении цилиндрического колеса, определяемом параметром u . На рисунке 
13 показано, как зубья передачи входят в зацепление. Видно, что коэффици-
ент перекрытия оказался больше единицы, и в зацеплении находятся 
одновременно несколько зубьев.  

Помимо передней части зуба, 
предложенным методом можно постро-
ить и обратную сторону зуба коническо-
го колеса (рисунок 14). Как и предпола-
галось, зубья получились одинаковой 
ширины по всей длине. Ее величину 
можно менять. При этом с увеличением 
ширины зуба конического колеса, опре-
деляемом углом между линиями прямо-
го и обратного зубьев, уменьшается 
толщина зуба конического колеса, кото-
рый входит при зацеплении во впадину 
между зубьями. 

Среди других параметров передачи, которые можно варьировать, размеры 
конического и цилиндрического колес, угол конусности (рисунок 15), началь-
ный наклон линии зуба на коническом колесе, радиус начальной окружности 
эвольвенты, расположение оси вращения эвольвенты. Это позволяет в даль-
нейшем провести широкий параметрический анализ. Вопрос о соотношении 

 

Rear side

F ontr  side

Рисунок 14 – Зуб конического колеса 

 
Рисунок 12 – Рабочая поверх-
ность зуба конического колеса 

 
Рисунок 13 – Зацепление рабочих 

поверхностей зубьев 
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толщин зубьев конического и цилиндрического колес может быть приведен в 
качестве примера того, как правильный подбор параметров передачи может по-
влиять на ее прочностные и другие свойства.  
 

 
12/πε =  

  
6/πε =                               5/πε =  

Рисунок 15 – Конические зубья с различными углами конусности 
 
Предложенный алгоритм оказался достаточно эффективным при иссле-

довании двухпараметрической цилиндро-конической передачи. Разработан-
ное программное обеспечение позволяет решать задачу синтеза рабочих по-
верхностей зубьев передачи с высокой точностью при произвольных значе-
ниях исходных параметров. С его помощью были найдены сопряженные по-
верхности зубьев, исследовано их зацепление. Разработано удобное пред-
ставление основных соотношений метода, принципиально не зависящее от 
вида зацепления. 

С использованием предложенных методов можно решить следующие за-
дачи, связанные с анализом геометрии синтезируемых передач: обнаружение 
интерференции зубьев и нахождение параметров передачи, ее исключающих; 
вычисление главных кривизн зубьев в точках зацепления и их направлений; 
формирование критериев рационального выбора параметров передачи. С их 
помощью станет возможным решение ряда прикладных задач, связанных с 
исследованием жесткости и прочности исследуемых передач, а также задач 
их параметрического анализа и синтеза. 

 

Заключение. Одной из обнаруженных особенностей данного двухпарамет-
рического зацепления является то, что главные кривизны поверхности зуба кони-
ческого колеса имеют противоположные знаки. В результате происходит выпук-
ло-вогнутый контакт рабочих поверхностей, и пятно контакта оказывается вытя-
нутым в направлении, близком к направлению отрицательной главной кривизны 
поверхности зуба конического колеса. Кроме того, наличие такого направления 
может приводить к тому, что положительный радиус нормальной кривизны по-
верхности зуба цилиндрического колеса в нем будет больше по модулю, чем от-
рицательный радиус главной кривизны поверхности зуба конического колеса. Это 
означает наличие отрицательного зазора между зубьями в зацепленном состоянии 
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и невозможность вхождения в точечный контакт зубьев передачи из-за интерфе-
ренции материала в зоне контакта.  

Описанный выше вариант кинематического метода Литвина [4] отличается 
от других вариантов его применения тем, что изначально нацелен не только на  
восстановление геометрической формы сопрягаемых рабочих поверхностей  или 
на формообразование этих поверхностей и вычисление траекторий движения ин-
струмента, а и на подготовку геометрической модели как  основы построения ко-
нечно-элементной. В связи с этим возможно вычисление не только координат 
сопряженных точек на рабочих поверхностях, но и локальных геометрических 
свойств их окрестностей. 

Описанный на примере рабочих поверхностей зубьев двухпараметриче-
ских передач метод синтеза геометрии обладает высокой степенью общности 
для всего класса пространственных зацеплений. Естественно, что для более 
простых способов сопряжения тел упрощается и способы описания их гео-
метрии. В дальнейшем планируется завершение построения геометрической 
модели зубьев двухпараметрических передач и исследование их напряженно-
деформированного состояния. 
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