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УДК 539.3 

С.М.ВЕРЕЩАКА, канд.техн.наук; НТУ «ХПИ» 

К ДИСКРЕТНО-СТРУКТУРНОЙ ТЕОРИИ МНОГОСЛОЙНЫХ 
ОБОЛОЧЕК С ДЕФЕКТАМИ СТРУКТУРЫ 

Пропонується варіант дискретно-структурної теорії багатошарових анізотропних оболонок обе­
ртання з дефектами структури у вигляді локальних ділянок непроклею. Рівняння рівноваги та 
геометричні співвідношення отримані з урахуванням впливу деформацій поперечного зсуву та 
обтиснення на напружено-деформований стан суцільностінчатих конструкцій із композиційних 
матеріалів у геометрично нелінійній постановці. 

The variant of the discrete - structural theory of the multilayered anisotropic of shells of rotation with defects of 
structure such as local sites non-glue is offered. At a conclusion of the equations of balance and geometrical ra­
tio the influence of deformations of cross shift and transverse pressure on is intense - is deformed a status of 
thin-walled designs from composite materials in vectorially nonlinear production is taken into account. 

Постановка контактной задачи механики многослойных пластинок и 
оболочек даны в [1-5], где на основе дискретного подхода построены функ­
ционалы и получены системы уравнений для решения таких задач при усло­
вии неидеального контакта слоев. Метод решения нелинейных задач о кон­
такте между двумя оболочками разной формы и эквидистантными слоями 
предложен в книге [6]. Подробный анализ последних результатов и направле¬
ний развития дискретно-структурной теории слоистых пластин и оболочек 
можно найти в обзоре [7]. 

В данной работе предлагается вариант дискретно-структурной теории мно­
гослойных анизотропных оболочек вращения с дефектами структуры типа ло¬
кальных участков непроклея. При выводе уравнений равновесия и геометриче¬
ских соотношений учитывается влияние деформаций поперечного сдвига и обжа¬
тия на напряженно-деформированное состояние тонкостенных конструкций из 
композиционных материалов в геометрически нелинейной постановке. 

Постановка задачи. В соответствии с дискретно-структурной теорией ма­
тематическая модель рассматриваемой здесь многослойной оболочки состоит из п 
тонких анизотропных слоев (рис. 1). Тонкой считается оболочка(слой), если вели­
чиной относительной толщины h/Rmtin (Rmin - минимальное значение одного из 
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главных радиусов кривизны) такой оболочки можно пренебречь по сравнению с 
п 

единицей. Объем п жестких слоев равен: V = . Каждый слой недеформиро-
1=1 

ванной оболочки отнесен к ортогональной криволинейной системе координат а' 
(' = 1,2), 2(к). Координата 2(к) направлена по общей нормали т{к) к срединной по¬
верхности и эквидистантой поверхности &к) к-го слоя. Индекс при вве¬
дении других символов означает, что соответствующие величины относятся к 
точке (а1, а2, 2(к)) эквидистантой поверхности 8(

2

к). 

9 (1) 
Рисунок 1 

Положение точки недеформированной поверхности 8^к) будет опреде¬
ляться радиус-вектором 

и

( к ) и(к) 

р ( к ) = 7(к) + т(к)2(к); - — <2 ( к ) < — , (1) 

базисные векторы в точке (а', 2(к)) поверхности ) равны 

Р(к) = ? ^ = Пк) ( - 2(к) ъ?к)) р?3к) = т(к). (2) 

да' 
Здесь г ( к ) - радиус-вектор точки срединной поверхности 8(к); т(к) -

нормаль единичной длины к поверхности 8(к); 8/ - тензорная запись символа 
Кронекера; 

4 к ) = ?,(к) ? ; к ) ; ь ( к ) =-т(к) ?;к) = т(к) г-<к); 
Ь^к) г(к) = -т(к); (' = 1,2; ] = 1,2) (3) 

- коэффициенты первой и второй квадратичных форм поверхности 8(к); 

т(к) = дт(к) / д а ' - производная нормали т(к). 
Вектор полного перемещения и2к> точки к-го жесткого слоя согласно 

уточненной теории оболочек Тимошенко можно представить в виде 

и{к) = и(к) + 2(к >г(к) +у( к) (2 )у(к), (4) 
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где и(к) - вектор перемещения точек срединной поверхности Sk); f(k) -
вектор-функция углов поворота и обжатия волокон по направлению нормали 
к недеформированной срединной поверхности Sk) в процессе деформации; 
</k)(z) - нелинейная непрерывная функция распределения тангенциальных пе­
ремещений по толщине k-го слоя, анализ и аппроксимация которой приведе­
ны в [8]; \j/(lc)(а1

(k\а(

2

k))- вектор функций сдвига. Ковариантные компоненты 
векторов и ( k ) ,y ( k ) , j ( k ) записываются при помощи следующих выражений 

U (k) = ?

( ж и ( « + m(k)

 w

(k)- у ( k ) = г
 (k)'y(k) + m (k)r(k); jj(k) = r ( k ) > p ) . (5) 

Тогда радиус-вектор точки k-го слоя оболочки после деформации запишется 

р(k)( = р(k) + и*), (6) 
а соответствующие ему базисные векторы -

d U (k) дії(k) 

P ( k )* = P,(k) +^0-, ß3 k)* = m(k) + % - • (7) 
da' dz 

Ковариантные компоненты тензора конечных деформаций в точке 
(а1, а 2, z (k )) определяются как полуразности компонентов метрических тензо¬
ров до, и после деформации 

2 £f z = gjr - g ( k ) ; 2efz = g ( f - g « ; 2 £g ) z = g 3 f - 1 , (8) 
где gf = pfpf- g*r = РГРГ; g£ = p^ß?"; 

g(kr = ß f r ß f r ; g33) = ß3 k)Р3k) = m(k)m(k) = 1; 

ggr =jg(k rp(k r, ( ' = 1,2; j = 1,2 ). (9) 
Подставляя в (8) и (9) выражения базисных векторов (2),(7), нетрудно 

найти геометрические зависимости между деформациями и перемещениями 
Вывод уравнений равновесия и граничных условий для решения кон¬

тактных задач слоистых оболочек, как правило, осуществляется на основе ва¬
риационного принципа Рейсснера. Считая, что в направлении нормали к сре¬
динным поверхностям отдельно взятых слоев оболочки осевые линии общей 
и локальных систем координат совмещаются и также совмещаются локаль¬
ные координатные поверхности со срединными поверхностями слоев, вариа¬
ционное уравнение принципа Рейсснера для многослойной оболочки запи¬
шется 

SR = ±SR ( k ) = ± ö 4 ) - ± jjjöia^ - F(k))dV = 0 (a, ß  = 1,2,3). ( 1 0 ) 

k=1 k=1 k=1 V (t) 

Нумерация слоев начинается со стороны отрицательньгх значений координа­
ты z от единицы до п. При этом F k ) - удельная дополнительная работа деформа­
ции k-го слоя, , e(Okß  - компоненты тензора напряжений и тензора деформа¬
ций. 

В общем виде вариация работы внешних сил SAR) определяется для 
двух вариантов граничных условий k-го слоя - статических с индексом «1» и 
геометрических с индексом «2»: 
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) _ Я к хік-М ^ + Як? , к - 1 ) - 4 к - 1 ) 8 х - о ^ + 

; (к,к-1) 

" ( к , к - 1 ) _ " ( к - 1 , к )

; Х / і Х

 в

 ( 12ч 

" в _ " в
 ;

 х к к - 1 ) _ х
 (к-1к),

 ( 1 2 ) 

+ Я к і м - Х ^ М ' " 1 ^ + Як/ к Д + 1 ) -" ( / к + 1 ) ) )х (

в ,к + і ) ^8+ 
„ ( і , і + і ) ; ( і ,к+1) 

+ Я(ф ; / /-Ф( /)М к )С/ +Ш)8"Р<1Г . (11) 

,« ,2к)
 V » 

Индексом в (11) обозначены заданные величины; индексы «к, к-1», 
«к, к+1» указывают на нижнюю и верхнюю поверхность к-го слоя. Если счи­
тать, что по сопряженным лицевым поверхностям к-го слоя выполняются ус­
ловия идеального контакта (рис. 1): 

• (к,к-1) _ Х (к-1,к), 

или в векторном форме -

"(к)(а(к\ - И(к) / 2 ) _ г?і і - 1 ) (а, ( к - 1 ) ,И ( к - 1 ) /2); 

X(к)(рс(к\ - И(к)/2)_ X(К-1)(а(к-1], И(к-1)/2) (І _ 1,2), (13) 
тогда вариацию элементарной работы внешних сил дЛК можно предста¬

вить в виде 

8АК _±8Л%) _ £ \\(х{к)8й(К) +М[к)г,<к8у(к) + Б[к)Ъ<к8уї(к) + М(3к)8е33)г)С5 + 

+Х\(Ч)8"(к) +^к) +Цк)8$к)У11+Х \(%)&(К( +Цк)8уік) + 1 ^ +("(к) -икк) )щк) + 
к_1 /к) к_1 /к) 

1 +(?(к)'-?{к))8С{к) + к(к)-їік)2)8Ь(к)}іІ. (144) 

Здесь ї(к) - срединная поверхность к-го слоя; / 1

( к ) , / 2

( к ) - части контура Ік\ 
Векторы внешних усилий Х (к), моментов М (к) и дополнительньгх моментов 
Б(к), которые входят в уравнение (14), определяются равенствами: 

и(кХ И (к), .
 И(кХ 

Х(к)_ Х+)- X - ) + ЇР ( к С*; М (к)_ — (X ( к ) - X (к))+ [ Р(к ^ ( к ^ ; 
- и к к ) /

 2 -икк>2 

ББ(к )_<Рік ) ґ 
И2к)1(к(к)-Хк))+ [Р^Л*)*, (15) 

2 -И(К)/ 

где векторы Х+), X( к) включают контравариантные компоненты тензо­

ра контактных напряжений о'(к+, о'(к

-
 (І _ 1,2,3): 

Ц^оМ* + < ™ ( к ) * , )_^("3-/5'(к)* +С7(3к3)-ш(к^, (І _ 1,2). (16) 
Индексы «+» и «-» указывают на верхнюю и нижнюю лицевые поверхности 

к-го слоя. Аналогичную запись имеют векторы внешней нагрузки с|+П), : 
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Вектор Р ( к ) учитывает влияние собственного веса. Контравариантные 
компоненты М(к), М(к) вектор-момента М(к) относительно базисных векто­
ров їі ^к -1* и т(к -1* находятся согласно равенства 

М (к )= м(к £ ( к ' + т ( к М ) . (18) 
Кроме этого, элементарная работа (14) к-го слоя оболочки характеризу­

ется главным вектором Ф^к), главным моментом О(к), дополнительным глав­
ным моментом ї(к), которые возникают от действия заданных внешних кон­
турных сил на 1(к), а также главным вектором Ф( к ) , главным моментом О(к), 
дополнительным главным моментом Ь(к), связанных с напряжениями в точ-

,(к) - (к) ках контура 1\' из-за заданного смещения точек контура ы\ . 
Второе слагаемое уравнения (10) следует представить в виде 

дПл = Х(Ш«+Ш«)= Ш<фПв&-^ШИ'/Э< - 1 , « ) * $ ^ , (20) 

где ш« = Шо^У = | | Г Ц ^ > + > +а ( ^ е ( к ^ ) у , 

8П^=-\\\8\¥()ё¥ = -Щ |дР ( к )
 / д о 1 к ) > } > о к ) + (дР ( к ) /до;, 3 , - 2 е , | > ) х 

у (к) у ( к ) 

хго(к) + (дР ( к ) /да (

3 3 - е 3 3 > ^ } у , (/,] = 1,2). 
Тогда, подставляя геометрические соотношения (8) в (10),(15),(20) и 

варьируя независимыми между собой перемещениями и напряжениями, мож­
но получить для каждого отдельно взятого слоя оболочки систему уравнений 
равновесия, физические соотношения, статические и кинематические гранич­
ные условия. Применение обобщенного закона Гука, нелинейной теории 
среднего изгиба оболочки [9] значительно упрощает вывод уравнений равно­
весия и граничных условий. 

Переходя к физическим компонентам используемых в данной работе 
тензоров, уравнения равновесия относительно недеформированной ортого¬
нальной системы координат к-го слоя оболочки принимают вид 

д(в(кЦ(к)) + д(А(к^ , „ к ) ЭА (к )

 я«ЭВ^ + 
д а ( к ) + да 2

( к ) + * 1 2 да 2

( к ) * 2 2 д а , ) + 
+ А ( к ) В ( к ) (к к ) Р 1

( 3 ) + Х(к)) = 0, (1 о 2; А ( к ) о В(к^ 

+ д ( А ( к ^ - А ( к ) в ( к ) + к 2 к ^ -Хк к ) )= 0; 
д а 1

( ) д а 2

( ) 

д(в ( к М ^ ) ) + д(А ( кМ2 к )) + м (к )дА ( к ) (к )дВ ( к ) + 
д а ( к ) + да2 к ) + М 1 2 ЭОР - М 2 2 Э ^ 7 + 
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1-Ак) ёк) ( ( (М? +kf +k1
(i)4i

1
) +kf1 Z« +Q ( ) -М 3

к ) )=0. (22) 

+ A ( k ) B ( k ) (м ( к ) - Q ( k ) ) = 0 (1 о 2;A(k) о В(k)) 

+ A ( k ) B
 ( k ) ( k k k ) - 0 , (1 о 2; A ( k ) о В(k)). (21) 

При учете обжатия k-го слоя к семи уравнениям системы (21) добавляет­
ся восьмое уравнение равновесия 

д0 к ) + д0 ' 
При выводе уравнений (21),(22) не учитывается влияние мембранных де­

формаций на компоненты изгибной деформации. После отбрасывания нелиней­
ных слагаемых более высокого порядка малости физические компоненты тензора 
тангенциальньгх усилий Rj) и усилий поперечного сдвига R(k) запишутся 

R ( k ) - 7^ ); - T 2 \ ) ; R ( 2 ) -T l2

k ) + М(2)k2

(k); R 2

k ) - T 2

k ) + М2

(k)kkk); 

R ( k ) - 71

kkЦ(к) + Т12

кЦ(к) + Q ( k ) ; R2

(^) - 72

kkЦ (к) + ̂ Ц к ) + Q 2

( k ), (23) 
где 

k ) 

7 , ( k ) = 2 £ , f ) - « k k ) ; cof)= ^ ( k ) -k k k )

M 1

( k ) , (1 о 2 ; A ( k ) о B ( k ) ) , (24) 
k 1

( k ) , k22

k)
 - главные кривизны, ) , B ( k ) - коэффициенты первой квадра­

тичной формы срединной поверхности k-го слоя. 
Кроме уравнений равновесия дополнительно имеют место восемь стати­

ческих -

Ф Г = R(k); = Rk) ; ^ l k ) = R(l); G « _ G « ; ^ W = 43 _ % L o = % 
М 3

{k)s + 4% = М ^ ) , (25) 
и восемь геометрических -

U ( k ) _ ,7(k). v(k)S = Y ( k ) . Y (k)S (k). . (k)S _ , . , ( k ) . . (k)S _ . (k). p(k)z = Ik)z ( 2 6 ) 

"S •> In ~ In •> IT ~IT ' Yn ~ Yn > YT ~YT ' fc33S — fc33 

граничных условий на части контуров l(k) и / 2 k ) соответственно. В слу­
чае среднего изгиба имеет место зависимость е 3

(3 ) z _ Y ( k ) . 
Отнесенные к единице длины координатных линий недеформированной 

срединной поверхности k-го слоя контравариантные компоненты тензоров 
тангенциальных усилий Tk), изгибающих и крутящих моментов М ( к ) , допол­
нительного изгибающего и крутящего момента Щк), поперечных сил и до¬
полнительных поперечных сил деформаций сдвига и обжатия 
Q(k), Q(k), L(k), М(k*), определяются выражениями: 

* ( / 2 * ( к / 2 * ( к / 2 * ( к / 2 ' 

J K ) / / J " ^ Jky2 Jky2 
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Я) = Р ' к / ' ^ <2\к) = /^)= Г а'^'^, (I,] = 1,2). (27) 

Имея уравнения равновесия (21)-(22), граничные условия (25)-(26), фи­
зические и геометрические соотношения для каждого к-го слоя оболочки, не­
сложно связать эти уравнения при помощи условий идеального контакта ме­
жду слоями (13) по сопряженным лицевым поверхностям. Для оболочки вра­
щения, которая включает в себя п слоев с соосными поверхностями враще­
ния, разрешающая система уравнений в частных производных имеет вид 

- 2 * = д ( к ) у ( к ) + В ^ - д * + В2 к ) Э У +1 ( к ) , к = 1,2...п, (28) 

Л{к)да{^ ° 1 5(к)Эа2к ) 2 ^ Э а р 
где 

У ( к ) = \г(к), Т1

(

2

к ) + к 2

( к )М(к), б! к ) , М 1 1 , 1 1 « , М 1

( к ) , и ( к ) , м(к ),у(к \ у ( к Ъ Ъ ) [ , 

/ ( к ) = |/1

(к), / 2

( к ) , . . . , )} Б(к), Д ( к ) , £>2

( к ) - квадратные матрицы 14-го 
порядка. В качестве основных неизвестных функций принимаются величины, 
которые определяют граничные условия на боковом контуре к- го слоя обо¬
лочки. Из-за ограниченного объема статьи показать разрешающую систему 
уравнений, физические и геометрические соотношения в развернутой форме 
не представляется возможным. 

Отдельно следует отметить, что в силу соотношений (27) величина мо­
мента М } 3

к ) (/ = 1,2) равна нулю, поэтому восьмое уравнение равновесия (22) 
представляет собой недифференциальное тождество, которое выполняется 
при подстановке в него функций, являющихся решением системы уравнений 
(21). 

В соответствии с общей и местной системами координат, введенной ранее 
для рассматриваемой многослойной оболочки (рис.1), кинематические условия 
идеального контакта (1 3) лицевых поверхностей к -го слоя и сопряженных с ними 
поверхностями к +1 и к -1-го слоя позволяют перемещения срединной поверх­
ности к -го слоя выразить через перемещения к + 1, к - 1-го слоя оболочки: 

2 ^ = М М + М

( Н у м +^1 ̂  {^1 1 м + ^ Ъ 
2 " 2 " 2 У ' 1 2 

г, (к+1) г, (к _1) 
о (к) (к+1) , (к_1) " Л ,(к+1) , " „,(к_1) / т п \ 

2 м > = м ' + м ; у + У . (29) 
2 2 

Выражения (29) несколько видоизменяются для первого и п-го слоев. 
Используя обозначения (1 6) статические краевые условия на лицевых 

поверхностях к-го слоя (1 3) принимают вид 

а* +°_; а* ) " = а * , (« = 1,2) 
а£>+ = а33+ 1 ) - ; а3

(3 ̂  =а3

(3_1)+. (30) 
Используя геометрические и физические соотношения [8], статические 45 

а = 1,2), 



условия идеального контакта (30), можно записать при помощи деформаций 
сопряженных слоев. 

Внося соотношения (29) в разрешающую систему уравнений (28), а так­
же учитывая статические (25),(30) и геометрические (26) граничные условия, 
нетрудно получить полную систему уравнений решения контактной задачи 
дискретно-континуальной теории многослойных оболочек. 

Если между к и к + 1 слоями оболочки допустить отсутствие кинемати­
ческих связей, то на поверхности сопряжения этих слоев 5^'к+1) могут воз­
никать неизвестные векторы усилий д(к), <7(к+1) контактного взаимодействия. 
Согласно 3-му закону Ньютона имеет место зависимость: д(к) = - д ( к Д л я 
учета влияния усилий контактного взаимодействия слоев в вариационное 
уравнение принципа Рейсснера (10) необходимо ввести слагаемое, учиты¬
вающее работу силы контактного взаимодействия на векторе перемещения 
каждого слоя участка сопряженной поверхности 

к+1 

А д = £ Я йт ) . (31) 

т = к ^(к ,к -1) 

Усилия контактного взаимодействия §(к) = д'(к))7І

(к) + Я(3

к)т(к) возникают 

при выполнении условия 
(й (к) - й(к+1)) < 0 (32) 

в зонах сопряжения жестких слоев. В случае, когда неравенство (32) не 
выполняется при перемещении точек области Б{к к+1) в процессе деформации, 
контактное давление д(к) в уравнениях (21 ),(22) принимает значение 
д(к) = 0 . Статические и кинематические граничные условия на контуре об¬
ласти 5{(к,к+ї1 имеют вид зависимостей (25),(26). Имея разрешающую систему 
уравнений (28) несложно с заданной точностью найти значение контактного 
давления на основе итерационного метода, предложенного в [6]. 

Таким образом, кинематические условия идеального контакта (13) лице¬
вых поверхностей к-го слоя и сопряженных с ними поверхностями нижнего и 
верхнего слоя накладывают ограничения (29) на тангенциальные и нормаль¬
ные перемещения к-го слоя. Аналогично статические условия идеального 
контакта (30) вносят изменения в характер распределения напряжений сдвига 
и обжатия в зонах контакта к-го слоя. Когда кинематические связи на каком-
нибудь участке сопряженных лицевых поверхностей отсутствуют приведен¬
ные уравнения и граничные условия позволяют составить алгоритм для опре¬
деления зоны контакта и величины контактного давления. 
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ОБ УПРУГОМ УДАРЕ 

У статті описана розробка інженерних методів розрахунку механічних систем при ударних діях. 
В основу дослідження покладено метод енергетичного балансу. Із закону збереження механічної 
енергії визначаються довго тривалість удару, максимальні контактні зусилля й напруження в ті­
лах, що співударяються. Розглянуто пружній удар стержня і кулі об абсолютно жорстку пере­
шкоду, а також ударна взаємодія двох рушійних стержнів. Запропонований підхід дозволяє 
отримати прості залежності, зручні для інженерного застосування. Проведено порівняння теоре¬
тичних результатів з експериментом, яке підтвердило правомірність введених теоретичних пе¬
редумов. Запропонована в роботі модель пружного удару може бути застосована для невеликих 
швидкостей співудару. 

This paper reports about development of engineering methods for mechanic systems by impingement attack. 
The base of investigation consists on energy balance method. Duration of shock, maximum contact efforts and 
strain items in impingement items define by law of conservation of mechanical energy. Elastic impact of rod 
and sphere on absolute stiff barrier and percussion interaction of two moving rod be described. Method pro¬
posed in this paper permits to get the simple compute dependent, convenient to engineering application. Theo¬
retic results are compared with experiment and trust of entry theoretic prerequisites is supported. Model of elas¬
tic impact proposed in the paper can be used for not great speeds of item in the moment of impingement. 

В литературе рассмотрение удара фиксируется большей частью на мо­
ментах «до» и «после», а собственно взаимодействие описывается лишь каче­
ственно. Такое положение может быть объяснено весьма разнообразным под­
ходом к решению конкретных задач. Настоящая статья посвящена оценке ве­
личин, характеризующих упругий удар, на основе энергетического баланса. 

1. Рассмотрим удар стержня о жесткую преграду. Длина L, поперечное 
сечение S, а модуль упругости Е, плотность р материала стержня, а также на­
чальная скорость Wo заданы. Известно, что удар состоит из двух симметрич-
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