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УДК 519.6 

О. М. ЛИТВИН, О. О. ЛИТВИН, Ф. Ф. КОВАЛЬ, О. С. ЧОРНА 

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ПРОСТОРОВОГО РОЗПОДІЛУ ВМІСТУ ДЕЯКОЇ СУКУПНОСТІ 
КОРИСНИХ КОПАЛИН В КОРІ ЗА ДАНИМИ З КЕРНІВ СВЕРДЛОВИН МЕТОДОМ 
ІНТЕРЛІНАЦІЇ ФУНКЦІЙ 

Розглянуто задачу про відновлення в кожній точці між заданою системою свердловин (взагалі кажучи, похилих) скінченої множини елемен-
тів періодичної таблиці або їх сполук лінійної щільності на заданій глибині. Тобто, ми обмежуємося не всіма елементами періодичної таб-
лиці, а лише n− вибраними елементами або їх сполуками. Запропоновано метод побудови інтерлінаційного оператора матричних функцій, 
кожна компонента якої залежить від трьох змінних на системі кривих, тобто співпадає з наближуваною матричною функцією у всіх сверд-
ловинах на заданій глибині, та дозволяє обчислювати значення цієї матричної функції в кожній точці між свердловинами по заданій глибині. 
Наведений метод побудови математичних моделей просторового розподілу корисних копалин між похилими свердловинами дозволяє буду-
вати математичні моделі структури кори Землі з використанням всіх сполук кернів похилих свердловин, які призведуть до створення ефек-
тивних методів розвідки корисних копалин та розробки родовищ. Також розглянуто перспективи подальших досліджень. 

Ключові слова: математична модель, інтерлінація функцій, просторовий розподіл, керни свердловин. 

Вступ. Математичне моделювання займає провідне місце в гірничо-економічному аналізі. Цей метод дає 
можливість вибирати оптимальні режими роботи гірничотехнічного устаткування, визначати найкращі парамет-
ри реконструкції тих, що діють, і будівництва нових гірничодобувних підприємств, вирішувати завдання ком-
плексного розвитку гірничодобувних регіонів. Застосування теорії інтерлінації функцій 3-х змінних до 
розв’язання технічних задач таких, як відновлення в кожній точці ( , , )x y z  між заданою системою свердловин 

(прямих або похилих) 

{ }( ) ( , , ) : ( ), ( ), 0k k kz x y z x X z y Y z H zΓ = = = − ≤ ≤
скінченої множини елементів періодичної таблиці або їх сполук за даними матриці-функції за змінною z , де z

– глибини свердловин, , ( ), 1, , 1,k i z k M i nγ = = , та знаходження оцінки запасів корисних копалин на основі ре-

зультатів свердловинного буріння має велике практичне значення на сьогоднішній день. 
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Аналіз останніх досліджень. Очевидними стали відсутність простих рішень цієї задачі моделювання, не-
достатність жорстких, нехай навіть розгорнутих, багаторівневих схем моделювання. У такій ситуації доцільніше 
виробити системний підхід – спробувати знайти і зафіксувати не каркас майбутньої моделі, а основні принципи 
її побудови, створити єдине середовище моделювання, здатне вмістити те цінне, що вже є або зʼявиться в окре-
мих технологічних моделях [1]. Загально відомим є метод розвідки корисних копалин, що грунтується на аналізі 
вмісту кернів свердловин, просвердлених в різних точках поверхні даного регіону. В роботі [2] запропоновано і 
досліджено загальний метод побудови математичних моделей просторового розподілу корисних копалин на ос-
нові даних вмісту кернів вертикальних свердловин та інтерлінації функцій трьох змінних ( , , )f x y z  – невідомого 

розподілу корисних копалин в кожній точці ( , , )x y z . У вказаних роботах істотно використовувалось припущен-

ня про те, що всі свердловини вертикальні. Випадок використання даних для побудови математичних моделей 
просторового розподілу корисних копалин із кернів похилих свердловин у зазначеній монографії та інших дже-
релах в ній не досліджувалися. 

Враховуючи викладене вище, актуальною є задача побудови матричної математичної моделі просторового 
розподілу фіксованої сукупності корисних копалин в корі за даними з кернів свердловин методами інтерлінації 
функцій. 

 

Постановка задачі. В даній роботі розглядається задача про відновлення в кожній точці ( ), ,x y z  між зада-

ною системою свердловин (взагалі кажучи, похилих) 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , : , , 0k k kz x y z x X z y Y z H zΓ = = = − ≤ ≤  

скінченої множини корисних копалин або їх сполук за даними , ( ), 1, , 1,k i z k M i nγ = = , n− кількість сполук лі-
нійної щільності i − го елемента в k − ій свердловині на глибині z , 0H z− ≤ ≤ . Тобто, ми обмежуємося не всіма 
елементами періодичної таблиці, а лише n  вибраними елементами. 

 
Математична модель. Введемо позначення: 

( ) ( ) ( )1, , , , ... , , ,
T

nx y z x y z x y zρ ρ ρ=     ( ) ( ) ( )( ), , , , 1, , 1,k i i k kz X z Y z z k M i nγ ρ= = = , 

де ( , , )x y zρ  – матриця-функція, що описує просторовий розподіл всієї сукупності досліджуваних нами корис-

них копалин, кожний стовпець має компоненти, які означають розподіл i − ої корисної копалини; , ( )k i zγ  – роз-

поділ i − ої корисної копалини в k − ій свердловині, 

( ) ( ) ( ), ,1 ,...
T

k i k k nz z zγ γ γ =   , 

( ), , , 1,i x y z i nρ =  – щільність i − ої корисної копалини. 

Введемо також до розгляду допоміжні функції ( , , )kН x y z , що розглянуті у працях [3 – 5]. 

Допоміжні функції ( , , )kН x y z , 1,k M= , мають властивості ,( ( ), ( ), ) , 1 , .k p p k pН X z Y z z k p Mδ= ≤ ≤  

Тоді математичною моделлю просторового розподілу сукупності nа  фіксованих корисних копалин між ви-
браною системою похилих свердловин будемо називати оператор  

( ) ( ) ( )
1

, , , ,
M

k k
k

O x y z H x y z zρ ρ
=

=∑ .                                                             (1) 

Введемо і дослідимо також оператори сплайн-інтерлінації матричної функцій трьох змінних ( , , )x y zρ  на 

системі похилих свердловин {( , , ) : ( ), ( ), 0}k k kx y z x X z y Y z H zΓ = = = − ≤ ≤ . 

Введемо M  допоміжних функцій ( ) [0,1], 1,kh t C k M∈ = , з властивостями (0) 0, (1) 1, 1,k kh h k M= = = , та 
оператори 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2 3 1 3 1 2

1 1 2 2 3 3
1 2 1 2 1 2

, , ,

, , 3 , , 3 , , 3

, , , , , ,
, , ,

x y z x y z x y z
O x y z z h z h z h

z z z

µ µ µ µ µ µ
µ µ µ µ µ µ µ

µ µ µ µ µ µ µ µ µ

φ φ φ
ρ ρ ρ ρ

     
= + +     

     ∆ ∆ ∆     
 

( ), , , [ ,0].x y z T D z Hµ∈ ⊂ ∈ −  
 

Теорема 1. Оператор ( , , )O x y zµ ρ  має наступні властивості: 

а) він є оператором інтерлінації функцій трьох змінних на системі кривих kΓ , тобто дозволяє обчислю-

вати значення цієї матричної функції 

( ) ( )( ) ( ), , , 0, 1,k k kO X z Y z z z H z k Mµ ρ γ= − ≤ ≤ = ; 

б) ( ), , [ ,0]x y z C T H Dµ µ
µ

ρ
 

∈ × − Τ ⊂ ⇒ 
 
 
∪ ( ), , [ ,0]O x y z C T Hµ µ

µ
ρ

 
∈ × − 

 
 
∪ ; 
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в) якщо деякі (або всі) функції ( , , ), 1,i x y z i nρ =  мають розв’язок в заданій системі точок , 1,kz k M= , 

то і ( , , )O x y zµ ρ  буде мати розв’язок. 

Доведення. Інтерлінаційні властивості «а» випливають з наступної властивості детермінантів: детермінант з 
двома однаковими рядками дорівнює нулю. Тому, якщо 1 2 3{ , , }p µ µ µ∈ , то 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
2 3 1 3

1 2
1 2 3 2 1 3

, ,
1 2

, , , ,

, , , ,
, ,

x y z x y z
O x y z z h z h

z z

µ µ µ µ
µ µ µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

φ φ
ρ ρ ρ= + +

∆ ∆
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )1 2

3
3 1 2

,
3 1 2 3

, ,

, ,
, , , , [ ,0], { , , }.

x y z
z h z x y z T z H p

z
µ µ

µ µ κ µ
µ µ µ

φ
ρ ρ µ µ µ+ = ∈ ∈ − ∈

∆

 Тут враховано, що 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 3 1 1 2 3 2 2 2 3 3 3, , ,, 1, , 0, , 0,X z Y z X z Y z X z Y zµ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µϕ ϕ ϕ= = =  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 3 2 2 1 3 1 1 1 3 3 3, , ,, 1, , 0, , 0,X z Y z X z Y z X z Y zµ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µϕ ϕ ϕ= = =  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 3 3 1 2 1 1 1 2 2 2, , ,, 1, , 0, , 0.X z Y z X z Y z X z Y zµ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µϕ ϕ ϕ= = =  

Іншими словами, оператор ( , , )MO x y zρ  є оператором інтерлінації матричної функцій, кожна компонента 

якої залежить від трьох змінних на системі кривих kΓ , тобто співпадає з наближуваною матричною функцією у 

всіх свердловинах по глибині z , 0H z− ≤ ≤ , та дозволяє обчислювати значення цієї матричної функції в кожній 

точці ( ), ,x y z  між свердловинами по глибині z  [3]. 

Для доведення того, що 

( ), , [ ,0] ,MO x y z С T Hµ
µ

ρ
 

∈ × − 
 
 
∪  

досить зазначити, що функції , , ( , , )p q rO x y zρ  та , , ( , , )p q rO x y zρ′  на спільній стороні обох трикутників, які розмі-

щені на площині, зі свердловинами ( )p zΓ  та ( )q zΓ  мають однакові сліди. Тобто функція ( , , )x y zΡ =  

( , , )MO x y zρ=  при переході від тригранної призми з ребрами ( ), ( ), ( )p q rz z zΓ Γ Γ  до тригранної призми з ребра-

ми ( ), ( ), ( )p q rz z z′Γ Γ Γ  зберігає неперервність. Те, що для неперервних слідів ( ) [ ,0], 1,p z C H p mρ ∈ − =  функції 

( , , ) ( , , )x y z O x y zµ µ ρΡ =  теж будуть неперервними, випливає з формули для операторів ( , , )O x y zµ ρ  і відомої 

властивості неперервних функцій, а саме: сума неперервних матричних функцій є неперервною матричною фу-
нкцією. 

Теорема 1 доведена. 

Зауваження 1. Зокрема, в якості ( ) 1,kh t k M∀ = можна взяти , 1,2rt r =  і при цьому отриманий оператор 

( , , )MO x y zρ  буде оператором інтерлінації матричної функцій ( , , )x y zρ  , який дозволяє між заданою системою 

свердловин відновлювати матричну функцію ( , , )x y zρ в кожній точці від ( , , )x y z .  

Зауваження 2. Якщо одна або всі компоненти матриці ( , , )x y zρ  мають розриви першого роду на деяких 

глибинах, то оператор ( , , )MO x y zρ  буде представляти також розривну функцію від ( , , )x y z . 

Розглянемо для довільної функції 3( , , ) ( )x y z C Rρ ∈  інтерлінаційні оператори  

( ) ( ) ( ), , ,
1

; , , , , , 1, 2,3,...,
M

M k M k
k

O x y z z x y z Mλ λρ ρ λ
=

= ≥ =∑ ℓ  

з глобальними допоміжними функціями
 

( ) ( )
( )

1,
, ,

1, ,
,

1,

, ,
, ,

, , ,

M

iM
i i ki

M k M
i i k i k

i k
i i k

d x y z
d x y z

x y z
d

d

λ
λ

λ λ
λ

= ≠

= ≠

= ≠

= =
∏

∏
∏

ℓ  ( ) ( )( ) ( )( )2 2
, , ;i i id x y z X z x Y z y= − + −  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
,i k i k i kd X z X z Y z Y z= − + −  [4]. 

Теорема 2. Для кожної 3( , , ) ( )x y z C Rρ ∈  виконуються співвідношення 

( ) ( )3
, ; , ,MO x y z C Rλ ρ ∈ ; ( ) ( )( ) ( ), ; , , , 1,M p p pO X z Y z z z p Mλ ρ γ= = ,  

Тобто кожна компонента матриці 3( , , ) ( )i x y z C Rρ ∈ . 
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Доведення. Дослідимо властивості допоміжних функцій , , ( , , )M k x y zλℓ . Перш за все зазначимо, що знамен-

ники ,
1,

M

i k
i i k

dλ

= ≠
∏  у формулах для , , ( , , )M k x y zλℓ  – сталі величини і { }, 0 , 1,..., , , 0i kd i k M i kλ λ> ∀ ∈ ≠ > , а чисельник 

– невід’ємна функція 
1,

( , , ) 0
M

i
i i k

d x y z λ

= ≠
≥∏ . Тому[4] 

( ), , , , 0 1, ; 0M k x y z k Mλ λ≥ ∀ = >ℓ . 
Крім того,  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,
1, 1,

, , ,
1, ,

, ,
1, 1,

, ,
, ,

, , , , 1, ,

M M

i p p i pM
i p p i i k i i k

M k p p k pM M
i i k i k

i k i k
i i k i i k

d X z Y z z d
d X z Y z z

X z Y z z k p M
d

d d

λ λλ

λ λ
λ λ

δ= ≠ = ≠

= ≠

= ≠ = ≠

= = = = =
∏ ∏

∏
∏ ∏

ℓ

 
оскільки 

{ }

,
1,

,
1,

1, якщо ;

0, якщо , 1,2,..., , .

M

i p
i i k

M

i k
i i k

d
p k

p i p M p k
d

λ

λ

= ≠

= ≠

==  = ∈ ≠

∏

∏
 

Таким чином, , , ,( ( ), ( ), ) , , 1, .M k p p k pX z Y z z k p Mλ δ= =ℓ  Враховуючи це, можна записати таку послідовність 

рівностей: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , ,
1 1

; , , , , , 1, ,
M M

M p p k M k p p k k p p
k k

O X z Y z z z X z Y z z z z p Mλ λρ γ γ δ γ
= =

= = = =∑ ∑ℓ  

оскільки функції , , ( , , )M k x y zλℓ  – скалярні, а , ,( ) ( , , )k M kz x y zλρ ℓ  – буде матричною функцією, отриманою пере-

множенням скалярної функції , , ( , , )M k x y zλℓ  на матричну функцію ( )k zρ . 

Теорема 2 доведена. 
 

Висновки. Таким чином, у даній роботі розглянуто задачу про відновлення в кожній точці ( , , )x y z  між за-

даною системою свердловин (взагалі кажучи, похилих) { }( ) ( , , ) : ( ), ( ), 0k k kz x y z x X z y Y z H zΓ = = = − ≤ ≤  скін-

ченої множини деякої сукупності корисних копалин або їх сполук за даними про розподіл всіх компонентів цієї 

матриці-функції в даній системі свердловин , ( ), 1, , 1,k i z k M i nγ = = , n − кількість елементів сполук лінійної 
щільності i − го елемента в k − ій свердловині на глибині z , 0H z− ≤ ≤ . На основі запропонованих матричних 
математичних моделей можуть бути створені нові ефективні методи розвідки корисних копалин та розробки ро-
довищ. 
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