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О РАЗЛИЧНЫХ ОПРЕДЕЛЕНИЯХ СПЕКТРА ПОЧТИ
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Н.П. ГИРЯ, С.Ю. ФАВОРОВ

Аннотация. В работе рассматриваются различные определения спектра почти пери-
одических функций в конечномерном пространстве относительно различных метрик
(равномерной, метрики Степанова, Вейля, Безиковича). Доказано, что в этих случа-
ях классическое определение спектра эквивалентно некоторому аналогу определения
спектра по Берлингу.
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1. Введение

Пусть f ограниченная измеримая функция на вещественной оси R. Ее спектром Берлин-
га называется множество таких λ ∈ R, что eiλt лежит в замыкании множества конечных
сумм вида

∑
j

cjf(t + xj), при этом замыкание рассматривается в слабой топологии про-

странства L∞(R) как сопряженного к L1(R)([2]). Можно показать, что так определенный
спектр Берлинга является замкнутым множеством, которое в случае f ∈ L∞(R) ∩ L1(R)

совпадает с носителем преобразования Фурье f̂(λ) функции f(t).
Если f(t) почти периодическая (далее п.п.) функция на вещественной оси, то ее спектр

определяется обычно равенством:

spf = {λ ∈ R : a(λ, f) = lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

f(t)e−iλt 6= 0}.

Этот спектр может быть любым счетным множеством и поэтому, вообще говоря, может
не совпадать со спектром Берлинга функции f. Однако, как показано в [4], если спектр
Берлинга функции f ограничен и счетен или только счетен (если f равномерно непрерыв-
на), то f является п.п. функцией.

В предлагаемой работе мы рассматриваем аналог спектра Берлинга, используя другие,
более сильные топологии. Нами доказано, что такой спектр Берлинга для почти периоди-
ческой функции f совпадает с классическим определением спектра. При этом мы рассмат-
риваем функции в пространстве Rn, n ≥ 0, почти периодические как в смысле Бора, так и
в смысле Степанова, Вейля, Безиковича. Заметим, что свойства спектра подобных функ-
ций, его связь с аналитическим продолжением функций на пространство Cn изучались
нами ранее в работах [3], [7], [8].

Сформулируем определения и теоремы из теории п. п. функций, которыми мы будем
пользоваться в дальнейшем.
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Через Ω(x, a) будем обозначать брус, то есть декартово произведение отрезков

Ω(x, a) := [x1, x1 + a1]× ...× [xn, xn + an],

где x, a ∈ Rn, x = (x1, ..., xn), a = (a1, ..., an).
Введем следующие определения расстояния между двумя функциями f(x) и g(x) таки-

ми, что f : Rn → C, g : Rn → C.

Определение 1. Величину

DU [f(x), g(x)] = sup
x∈Rn
|f(x)− g(x)|

будем называть расстоянием в равномерной метрике.

Определение 2. (см. [9]) Величину

DSpl
[f(x), g(x)] = sup

x∈Rn
[
1

ln

∫
Ω(x,lI)

|f(y)− g(y)|pdy]
1
p ,

где I = (1, ..., 1) — будем называть S-расстоянием порядка p (p ≥ 1), соответствующим
длине l (l>0). Так введенная метрика называется метрикой Степанова.

В случае, когда l = 1, вместо DSp1
будем писать DSp . Отметим, что S-расстояния при

различных l эквивалентны (в случае одной переменной см. [9], в случае многих переменных
доказательство проводится аналогично).

Определение 3. (см. [9]) Величина

DW p [f(x), g(x)] = lim
l→∞

DSpl
[f(x), g(x)] = lim

l→∞
sup
x∈Rn

[
1

ln

∫
Ω(x, lI)

|f(y)− g(y)|pdy]
1
p ,

называется W -расстоянием порядка p, (p ≥ 1). Так введенная метрика называется мет-
рикой Вейля.

Определение 4. (см. [1]) Величину

DBp [f(x), g(x)] = { lim
T→∞

1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

|f(y)− g(y)|pdy}
1
p = {M{|f − g|p}}

1
p

(p ≥ 1) называется расстоянием Безиковича порядка p. Так введенная метрика называется
метрикой Безиковича.

В определении (1) всегда предполагается, что функции f(x) и g(x) непрерывны и
ограничены, в определениях (2)–(4) предполагается, что функции f(x) и g(x) измеримы
и суммируемы в p-й степени в каждом компакте.

Пусть D[f(x), g(x)] — одна из вышеперечисленных метрик ( DU , DSpl
, DW p , DBp).

Определение 5. (см. [1]) Функция f(x) : Rn → C называется D-почти периодиче-
ской функцией, если существует последовательность конечных экспоненциальных сумм
Pn(x) =

∑
j

cje
i〈λj ,x〉, cj ∈ C, λj ∈ Rn, для которой

lim
n→∞

D[f(x), Pn(x)] = 0.

Отметим, что в метриках DU , DSpl
, DW p часто используют эквивалентное определение

на языке почти периодов.
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Определение 6. Вектор τ ∈ Rn называется (D, ε)-почти периодом суммируемой с
p-й степенью (в каждом компакте) функции f(x) : Rn → C, если выполняется неравен-
ство:

D[f(x+ τ), f(x)] < ε.

Определение 7. Измеримая и суммируемая вместе со своей p-й степенью (в каж-
дом компакте) функция f(x) : Rn → C называется D-почти периодической (D = DSlp

),
если для любого ε > 0 существует относительно плотное множество E(D, ε)-почти
периодов f(x). При этом множество E ⊂ Rn называется относительно плотным, если
существует такое L <∞, что E ∩ Ω[a, LI] 6= ∅ для любого a ∈ Rn.

Для W p- п.п. это определение нужно несколько изменить. При условиях выше f будет
W p -п.п. функцией, если для любого ε > 0 существует l < ∞ и относительно плотное
множество E(DSlp

, ε)-почти периодов f(x).
Для U - п.п. необходимо заменить требование измеримости и суммируемости на требо-

вание непрерывности функции f(x).
Из определения п.п. функции немедленно следует:

Теорема 1. D-п.п. функция f(x) : Rn → C D-ограничена и D-равномерно непрерывна.

Теорема 2. (см. [9]) Для каждой D- п. п. функции многих переменных f(x) существует
среднее значение

M{f(x)} = lim
T→∞

1

T n

∫
Ω(0, T I)

f(x)dx,

при этом предел lim
T→∞

1
Tn

∫
Ω(a, T I)

f(x)dx = M{f(x + a)} существует равномерно по

a = (a1, ..., an) ∈ Rn, и выполнено равенство

M{f(x+ a)} = M{f(x)}.

(Равномерность отсутствует в случае D = DBp , хотя равенство имеет место).

В частности, M{f(x)} = lim
T→∞

1
(2T )n

∫
Ω(−TI, 2TI)

f(x)dx.

Каждой D-п.п. функции f(x) многих переменных можно отнести ряд Фурье
f(x) ∼

∑
λ∈Rn

a(λ, f)ei〈λ,x〉, где a(λ, f) = M{f(x)e−i〈λ,x〉}.

Определение 8. (см. [1] при n = 1, [5] при n > 1) Спектром функции f(x) называется
множество spf = {λ ∈ Rn : a(λ, f) 6= 0}.

Теорема 3. Спектр D-п.п. функции f(x) многих переменных не более, чем счетен.

Доказательства теорем (1)–(3) для одномерного случая можно найти в [9], а случай
многих переменных рассматривается аналогично.

Определение 9. Спектром типа Берлинга п.п. функции будем называть
spBf = {λ ∈ Rn : ei〈λ,t〉 ∈ Lin{f(x+ t)}x∈Rn}.

Заметим, что замыкание берется в той метрике D, в которой определяется почти пери-
одичность.

В работе мы доказываем следующую теорему.

Теорема 4. Пусть f(x) : Rn → C D-п.п. функция, интегрируемая по Риману на лю-
бом брусе. Тогда spf = spBf .
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Доказательство. Докажем включение spf ⊂ spBf .
1) Рассмотрим случай D = DW p .
Пусть λ ∈ spf , тогда M{f(t)e−i〈λ,t〉} = α 6= 0. Положим f1(t) = 1

α
f(t)e−i〈λ,t〉. Это означа-

ет, что существует предел

lim
T→∞

1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx = 1,

причем равномерно по параметру t ∈ Rn. Таким образом, каждому ε > 0 соответствует не
зависящее от t число T0 = T0(ε) такое, что для любого T > T0 выполнено неравенство∣∣∣∣∣∣∣

1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx− 1

∣∣∣∣∣∣∣ < ε. (1)

Покажем, что для каждого ε > 0 существует интегральная сумма, соответствующая ин-
тегралу, записанному выше, приближающая его в метрике Вейля равномерно по t ∈ Rn.
Так как f1(t) — W p-п.-п. функция, то она W p-равномерно непрерывна, то есть для любого
наперед заданного ε > 0 существуют l0 = l0(ε) и δ = δ(ε) такие, что при l > l0 и |h| < δ,
выполнено

DSpl
[f1(t+ h), f1(t)] < ε. (2)

Пусть {Bk}Nk=1 – произвольное разбиение бруса Ω(0, T I), но такое, что

diam(Bk) < δ (k = 1,N), где δ взято из (2). Очевидно, что
N∑
k=1

µ(Bk) = T n (где µ — мера

Лебега в Rn). Пусть {hk}Nk=1 — произвольный набор точек в Rn таких, что hk ∈ Bk, k = 1, N .
Тогда интегральная сумма, соответствующая данному разбиению, будет иметь вид:

σ(f1) =
1

T n

N∑
k=1

f1(t+ hk)µ(Bk).

Покажем, что
DW p [ 1

Tn

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx, σ(f1)] < ε, то есть, что

lim
l→∞

DSpl
[

1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx, σ(f1)] < ε.

Другими словами, существует такое l0 > 0, что для каждого l > l0 и для каждого y ∈ Rn

выполнено неравенство:1

ln

∫
Ω(0,lI)

∣∣∣∣∣∣∣
1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ y + t)dx− 1

T n

N∑
k=1

f1(t+ hk + y)µ(Bk)

∣∣∣∣∣∣∣
p

dt


1
p

<ε (3)

или  1

ln

∫
Ω(0,lI)

∣∣∣∣∣∣ 1

T n

N∑
k=1

∫
Bk

(f1(x+ t+ y)− f1(t+ hk + y))dx

∣∣∣∣∣∣
p

dt


1
p

< ε. (4)
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Применив неравенство Гельдера к выражению∣∣∣∣∣ 1
Tn

N∑
k=1

∫
Bk

(f1(x+ t+ y)− f1(t+ hk + y))dx

∣∣∣∣∣
p

, получим, что оно не превосходит

1

T n

N∑
k=1

∫
Bk

|f1(x+ t+ y)− f1(t+ hk + y)|p dx.

Для выполнения (4) достаточно, чтобы выполнялось

1

ln

∫
Ω(0,lI)

1

T n

N∑
k=1

∫
Bk

|f1(x+ t+ y)− f1(t+ hk + y)|p dxdt < εp. (5)

Меняя порядок интегрирования, получим

1

T n

N∑
k=1

∫
Bk

1

ln

∫
Ω(0,lI)

|f1(x+ t+ y)− f1(t+ hk + y)|p dtdx. (6)

Заметим, что выполнено следующее неравенство:

1

T n

N∑
k=1

∫
Bk

1

ln

∫
Ω(0,lI)

|f1(t+ x+ y)− f1(t+ hk + y)|pdtdx ≤

≤ 1

T n

N∑
k=1

∫
Bk

Dp
Spl

[f1(t+ x), f1(t+ hk)]dx (7)

Применим неравенство (2). Поскольку µ(Bk) < δ, k = 1, N , то ∀x ∈ Bk выполнено
|(x+ t)− (t+ hk)| < δ. Значит, существует l0 > 0, такое что для всех l > l0, для каждого
k = 1, N и каждого x ∈ Bk выполнено:

DSpl
[f1(t+ x), f1(t+ hk)] < ε.

Поэтому выражение (7) не превосходит следующего:

1

T n

N∑
k=1

∫
Bk

εpdx = εp,

что и требовалось доказать для выполнения (5).
Таким образом, для каждого ε > 0 существует интегральная сумма σ(f1), соответству-

ющая разбиению, не зависящему от t ∈ Rn, такая, что

DW p [
1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx, σ(f1)] < ε.

Тогда

DW p [σ(f1), 1] ≤ DW p [
1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx, σ(f1)]+

+DW p [
1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx, 1].
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Проверим, что DW p [ 1
Tn

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx, 1] < ε. Из неравенства (1) cледует, что

∣∣∣∣∣∣∣
1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx− 1

∣∣∣∣∣∣∣
p

< εp. (8)

Используя (8), выпишем очевидную цепочку неравенств:

DW p [
1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx, 1] =

= lim
l→∞

sup
y∈Rn

 1

ln

∫
Ω(y,lI)

∣∣∣∣∣∣∣
1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(t+ x)dx− 1

∣∣∣∣∣∣∣
p

dt


1
p

<

(
1

ln
lnεp

) 1
p

= ε.

Отсюда, DW p [σ(f1), 1] < 2ε.
Возвращаясь к прежним обозначениям, имеем:

DW p [
α

T n

N∑
k=1

f(t+ hk)e
−i〈λ,t〉e−i〈λ,hk〉µ(Bk), 1] < 2ε.

Положив Ak := αµ(Bk)e−i〈λ,hk〉

Tn
имеем:

DW p [
N∑
k=1

Akf(t+ hk), e
i〈λ,t〉] < 2ε.

В силу произвольности ε получаем, что λ ∈ spBf .
2) В случае, когда D = DSp , необходимо повторить доказательство практически дослов-

но. В частях доказательства, содержащих предел при l→∞, в этом случае необходимо
выбрать l = 1. Поскольку S – расстояния, соответствующие различным l, топологически
эквивалентны, то включение доказано и для D = DSpl

.
3) Рассмотрим случай, когда D = DBp .
Пусть λ ∈ spf . Обозначим f1(t) = 1

α
f(t)e−i〈λ,t〉, где α = M{f(t)e−i〈λ,t〉} 6= 0. Это означает,

что существует предел

lim
T→∞

1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(x+ t)dx = 1.

Таким образом, каждому ε > 0 соответствует (возможно зависящее от t ∈ Rn) число
T0 = T0(ε) такое, что для любого T > T0 выполнено неравенство∣∣∣∣∣∣∣

1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(x+ t)dx− 1

∣∣∣∣∣∣∣ < ε. (9)

Покажем, что для каждого ε > 0 существует интегральная сумма, соответствующая ин-
тегралу, записанному выше, приближающая его в метрике Безиковича. Так как f1(t) —
Bp-п.-п. функция, то она Bp-равномерно непрерывна, то есть для любого наперед задан-
ного ε > 0 существует δ = δ(ε) такое, что при |h| < δ, выполнено

DBp [f1(t+ h), f1(t)] < ε. (10)
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Пусть {Bk}Nk=1 — произвольное разбиение бруса Ω(−TI, 2TI), но такое, что

diam(Bk) < δ (k = 1,N), где δ взято из (10). Очевидно, что
N∑
k=1

µ(Bk) = (2T )n, где µ — мера

Лебега в Rn. Пусть {hk}Nk=1 — произвольный набор точек в Rn таких, что hk ∈ Bk, k = 1, N .
Тогда интегральная сумма, соответствующая данному разбиению, будет иметь вид:

σ(f1) =
1

(2T )n

N∑
k=1

f1(t+ hk)µ(Bk).

Покажем, что DBp [
1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(x + t)dx, σ(f1)] < ε, то есть, что существует такое

S0 > 0, что для каждого S > S0 выполнено неравенство: 1

(2S)n

∫
Ω(−SI,2SI)

∣∣∣∣∣∣∣
1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(x+ t)dx− 1

(2T )n

N∑
k=1

f1(t+ hk)µ(Bk)

∣∣∣∣∣∣∣
p

dt


1
p

<ε (11)

или  1

(2S)n

∫
Ω(−SI,2SI)

∣∣∣∣∣∣ 1

(2T )n

N∑
k=1

∫
Bk

(f1(x+ t)− f1(t+ hk))dx

∣∣∣∣∣∣
p

dt


1
p

< ε. (12)

Применив неравенство Гельдера к выражению∣∣∣∣∣ 1
(2T )n

N∑
k=1

∫
Bk

(f1(x+ t)− f1(t+ hk))dx

∣∣∣∣∣
p

, получим, что оно не превосходит

1

(2T )n

N∑
k=1

∫
Bk

|f1(x+ t)− f1(t+ hk)|p dx.

Для выполнения (12) достаточно, чтобы выполнялось

1

(2S)n

∫
Ω(−SI,2SI)

1

(2T )n

N∑
k=1

∫
Bk

|f1(x+ t)− f1(t+ hk)|p dxdt < εp (13)

или
1

(2T )n

N∑
k=1

∫
Bk

1

(2S)n

∫
Ω(−SI,2SI)

|f1(x+ t)− f1(t+ hk)|p dtdx < εp. (14)

Оценим отдельно каждое слагаемое суммы. Пусть ∀x ∈ Bk,max{|x|,|hk|} = bk.
Тогда верна следующая цепочка неравенств: 1

(2S)n

∫
Ω(−SI,2SI)

|f1(x+ t)− f1(t+ hk)|p dt


1
p

≤

≤

(
1

(2S)n

∫
Ω(−SI,2SI)

|f1(x+ t)|p dt

) 1
p

+

(
1

(2S)n

∫
Ω(−SI,2SI)

|f1(t+ hk)|p dt

) 1
p

≤

≤

2n+1(S + bk)
n

(2S)n
1

2n(S + bk)n

∫
Ω((−S−bk)I,2(S+bk)I)

|f1(t)|p dt


1
p

. (15)
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Поскольку f1(t) − Bp-п.п. функция, то при достаточно больших S существу-

ет Ck > 0, k = 1, .., N такое, что

(
1

2n(S+bk)n

∫
Ω((−S−bk)I,2(S+bk)I)

|f1(t)|p dt

) 1
p

< Ck,

поэтому (15) при достаточно больших S и c учетом ограниченности множителя(
2n+1(S+bk)n

(2S)n

) 1
p не превосходит некоторой константы, а, значит, и каждое выражение вида

1
(2S)n

∫
Ω(−SI,2SI)

|f1(x+ t)− f1(t+ hk)|p dt будет ограничено при достаточно больших S.

Далее, совершая предельный переход, получим, что выполнено следующее неравенство:

lim
S→∞

1

(2T )n

N∑
k=1

∫
Bk

1

(2S)n

∫
Ω(−SI,2SI)

|f1(t+ x)− f1(t+ hk)|pdtdx ≤

≤ 1

(2T )n

N∑
k=1

∫
Bk

Dp
Bp [f1(t+ x), f1(t+ hk)]dx. (16)

Применим неравенство (10). Поскольку µ(Bk) < δ, k = 1, N , то ∀x ∈ Bk выполнено
|(x+ t)− (t+ hk)| < δ. Значит, для каждого k = 1, N и каждого x ∈ Bk выполнено нера-
венство:

Dp
Bp [f1(t+ x), f1(t+ hk)] < εp. (17)

Следовательно, выражение (16) не превосходит:

1

(2T )n

N∑
k=1

∫
Bk

εpdx = εp,

что и требовалось доказать для выполнения (13).
Таким образом, имеем

DBp [
1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(x+ t)dx, σ(f1)] ≤ ε.

Тогда

DBp [σ(f1), 1] ≤ DBp [
1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(x+ t)dx, σ(f1)]+

+DBp [
1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(x+ t)dx, 1].

Проверим, что DBp [
1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(x+ t)dx, 1] < ε. Из неравенства (9) cледует, что

∣∣∣∣∣∣∣
1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(x+ t)dx− 1

∣∣∣∣∣∣∣
p

≤ εp. (18)
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Используя (18), выпишем очевидную цепочку неравенств:

DBp [
1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(x+ t)dx, 1] =

=

 lim
S→∞

1

(2S)n

∫
Ω(−SI,2SI)

∣∣∣∣∣∣∣
1

(2T )n

∫
Ω(−TI,2TI)

f1(t+ x)dx− 1

∣∣∣∣∣∣∣
p

dt


1
p

≤

≤
(

lim
S→∞

1

(2S)n
(2S)nεp

) 1
p

= ε.

Отсюда, DBp [σ(f1), 1] < 2ε.
Возвращаясь к прежним обозначениям и положив Ak := αµ(Bk)e−i〈λ,hk〉

(2T )n
, имеем:

DBp [
N∑
k=1

Akf(t+ hk), e
i〈λ,t〉] < 2ε.

В силу произвольности ε получаем, что λ ∈ spBf .
4) Рассмотрим случай D = DU .
Пусть λ ∈ spf , тогда положим f1(t) = 1

α
f(t)e−i〈λ,t〉, где α = M{f(t)e−i〈λ,t〉}, α ∈ R \ {0}.

Тогда существует предел lim
t→∞

1
Tn

∫
Ω(0,T I)

f1(x + t)dx = 1, причем равномерно по параметру

t ∈ Rn. Таким образом, каждому ε > 0 соответствует независящее от t число T0 = T0(ε)
такое, что для любого T > T0 выполнено неравенство∣∣∣∣∣∣∣

1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(x+ t)dx− 1

∣∣∣∣∣∣∣ < ε. (19)

Покажем, что для каждого ε > 0 существует интегральная сумма, соответствующая ин-
тегралу, записанному выше, приближающая его равномерно по t ∈ Rn. Так как f1(t) —
равномерная п.п. функция, то она равномерно непрерывна в Rn, то есть для любого на-
перед заданного ε > 0 существует δ = δ(ε) такое, что если |h| < δ, то для любого t ∈ Rn

|f1(t+ h)− f1(t)| < ε. (20)

Как и раньше, пусть {Bk}Nk=1 — произвольное разбиение бруса Ω(0, T I), но такое, что

diam(Bk) < δ (k = 1,N), где δ взято из (20). Очевидно, что
N∑
k=1

µ(Bk) = T n (где µ — мера

Лебега в Rn). Пусть {hk}Nk=1 — произвольный набор точек в Rn таких, что hk ∈ Bk, k = 1, N .
Тогда интегральная сумма, соответствующая данному разбиению, будет иметь вид:

σ(f1) =
1

T n

N∑
k=1

f1(t+ hk)µ(Bk).

Оценивая

∣∣∣∣∣ 1
Tn

∫
Ω(0,T I)

f1(t+ x)dx− σ(f1)

∣∣∣∣∣, имеем:∣∣∣∣∣∣∣
1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(t+ x)dx− 1

T n

N∑
k=1

f1(t+ hk)µ(Bk)

∣∣∣∣∣∣∣ =
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=
1

T n

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

∫
Bk

(f1(t+ x)− f1(t+ hk))dx

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1

T n

N∑
k=1

∫
Bk

|f1(t+ x)− f1(t+ hk)| dx. (21)

Заметим, что если diam(Bk) < δ (k = 1,N), то для любого x ∈ Bk верно следующее:
|(x+ t)− (t+ hk)| = |x− hk| < δ, отсюда, в силу (20) следует

|f1(x+ t)− f1(t+ hk)| < ε. (22)

Используя (22) для (21), получаем, что (21) не превосходит величины
1
Tn
ε

N∑
k=1

µ(Bk) = 1
Tn
εT n = ε.

Таким образом, для каждого ε > 0 существует интегральная сумма σ(f1), соответству-
ющая разбиению (независящему от t), такая что∣∣∣∣∣∣∣

1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(t+ x)dx− σ(f1)

∣∣∣∣∣∣∣ < ε (∀t ∈ Rn). (23)

Из неравенств (19) и (23) получаем следующее:

|σ(f1)− 1| ≤

∣∣∣∣∣∣∣σ(f1)− 1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(t+ x)dx

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
1

T n

∫
Ω(0,T I)

f1(t+ x)dx− 1

∣∣∣∣∣∣∣ < 2ε

или, вернувшись к прежним обозначениям, имеем:∣∣∣∣∣ αT n
N∑
k=1

f(t+ hk)e
−i〈λ,t〉e−i〈λ,hk〉µ(Bk)− 1

∣∣∣∣∣ < 2ε.

Положив Ak := αµ(Bk)e−i〈λ,hk〉

Tn
, получим∣∣∣∣∣

N∑
k=1

Akf(t+ hk)− ei〈λ,t〉
∣∣∣∣∣ < 2ε,

отсюда λ ∈ spBf , что и требовалось доказать.
Тем самым, включение spf ⊂ spBf доказано для случаев D = DU , DSpl

, DW p , DBp .
Докажем включение spBf ⊂ spf. Будем доказывать методом от противного.
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1) Рассмотрим случай D = DW p .
Пусть λ ∈ spBf \ spf . Используя свойства среднего, имеем следующую цепочку равно-

сильных утверждений:

λ 6∈ spf ⇔M{f(t)e−i〈λ,t〉} = 0⇔M{f(t+ x)e−i〈λ,t+x〉} = 0⇔
⇔M{f(t+ x)e−i〈λ,t〉} = 0. (24)

Поскольку λ ∈ spBf, то ∀ε > 0 ∃{Ak}mk=1 ⊂ R ∃{hk}mk=1 ⊂ Rn :

DW p [ei〈λ,x〉,
m∑
k=1

Akf(x+ hk)] < ε.

Другими словами, ∀ε > 0∃{Ak}mk=1 ⊂ R ∃{hk}mk=1 ⊂ Rn :

lim
l→∞

sup
t∈Rn

( 1
ln

∫
Ω(t, lI)

∣∣∣∣ m∑
k=1

Akf(hk + x)− ei〈λ,x〉
∣∣∣∣p dx)

1
p < ε. В дальнейшем ε фиксируем и будем

считать ε < 1
2
.

Отсюда существует l <∞ :

sup
t∈Rn

 1

ln

∫
Ω(t, lI)

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Akf(hk + x)− ei〈λ,x〉
∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

< ε.

Поэтому для каждого t ∈ Rn выполнено следующее неравенство: 1

ln

∫
Ω(t, lI)

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Akf(hk + x)− ei〈λ,x〉
∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

< ε

или

(
1
ln

∫
Ω(t, lI)

∣∣∣∣ m∑
k=1

Akf(hk + x)e−i〈λ,x〉 − 1

∣∣∣∣p dx
) 1

p

< ε.

Сделав замену переменных, получим: 1

ln

∫
Ω(0, lI)

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Akf(hk + x+ t)e−i〈λ,t+x〉 − 1

∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

< ε. (25)

Применяя к (25) неравенство Гельдера, имеем:

1

ln

∫
Ω(0, lI)

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Akf(hk + x+ t)e−i〈λ,t+x〉 − 1

∣∣∣∣∣ dx ≤

≤

 1

ln

∫
Ω(0, lI)

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Akf(hk + x+ t)e−i〈λ,t+x〉 − 1

∣∣∣∣∣
p

dx


1
p

< ε. (26)

Проинтегрировав левую часть (26) по Ω(0, T I), где T > T0, и меняя порядок интегри-
рования, получим:

1

ln

∫
Ω(0, lI)

1

T n

∫
Ω(0,T I)

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Akf(hk + x+ t)e−i〈λ,x+t〉 − 1

∣∣∣∣∣ dtdx < ε.
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Далее:

1

ln

∫
Ω(0, lI)

∣∣∣∣∣∣∣
1

T n

∫
Ω(0,T I)

(
m∑
k=1

Akf(hk + x+ t)e−i〈λ,x+t〉 − 1

)
dt

∣∣∣∣∣∣∣ dx < ε.

Или

1

ln

∫
Ω(0, lI)

∣∣∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Ake
−i〈λ,x〉 1

T n

∫
Ω(0,T I)

f(hk + x+ t)e−i〈λ,t〉dt− 1

∣∣∣∣∣∣∣ dx < ε. (27)

Из (24), пользуясь определением среднего, получим:

∀ε1 > 0 ∃T0 > 0∀T > T0 :

∣∣∣∣∣∣∣
1

T n

∫
Ω(0, T I)

f(hk + x+ t)e−i〈λ,t〉dt

∣∣∣∣∣∣∣ < ε1, (28)

где выберем ε1 = ε
m∑
k=1

|Ak|
.

В силу (28) имеем: ∣∣∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Ake
−i〈λ,x〉 1

T n

∫
Ω(0,T I)

f(hk + x+ t)e−i〈λ,t〉dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
m∑
k=1

|Ak| ·

∣∣∣∣∣∣∣
1

T n

∫
Ω(0,T I)

f(hk + x+ t)e−i〈λ,t〉dt

∣∣∣∣∣∣∣ < ε1

m∑
k=1

|Ak| = ε.

Поэтому

1

ln

∫
Ω(0, lI)

∣∣∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Ake
−i〈λ,x〉 1

T n

∫
Ω(0,T I)

f(hk + x+ t)e−i〈λ,t〉dt− 1

∣∣∣∣∣∣∣ dx > 1− ε.

Полученное неравенство противоречит (27) и выбору ε, значит включение spBf ⊂ spf
в этом случае доказано.

2) Нетрудно видеть, что в случае, когда D = DSp , доказательство лишь упрощается.
Достаточно выбрать l = 1 и дословно повторить основную часть доказательства.

3) Рассмотрим случай D = DBp . Заметим, что (24) по-прежнему выполнено.
Пусть λ ∈ spBf \ spf, тогда ∀ε > 0 ∃{Ak}mk=1 ⊂ R ∃{hk}mk=1 ⊂ Rn :

DBp [e
i〈λ,x〉,

m∑
k=1

Akf(x+ hk)] < ε.

Другими словами, ∀ε > 0 ∃{Ak}mk=1 ⊂ R ∃{hk}mk=1 ⊂ Rn :(
lim
T→∞

1
(2T )n

∫
Ω(−TI, 2TI)

∣∣∣∣ m∑
k=1

Akf(hk + x)− ei〈λ,x〉
∣∣∣∣p dx

) 1
p

< ε, будем по-прежнему считать

ε < 1
2
.
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Применяя неравенство Гельдера, имеем:

lim
T→∞

1

(2T )n

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Ω(−TI, 2TI)

(
m∑
k=1

Akf(hk + x)− ei〈λ,x〉
)∣∣∣∣∣∣∣ dx < ε. (29)

Далее получим:

lim
T→∞

∣∣∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Ak
1

(2T )n

∫
Ω(−TI, 2TI)

f(hk + x)e−i〈λ,x〉dx− 1

∣∣∣∣∣∣∣ < ε. (30)

С другой стороны, из (24), пользуясь определением среднего, получим:

∀hk > 0 ∃Tk > 0∀T > Tk :

∣∣∣∣∣∣∣
1

(2T )n

∫
Ω(−TI, 2TI)

f(hk + t)e−i〈λ,t〉dt

∣∣∣∣∣∣∣ < ε1, (31)

где выберем ε1 = ε
m∑
k=1

|Ak|
.

В силу (31) при всех T > max
k
Tk имеем:∣∣∣∣∣∣∣

m∑
k=1

Ak
1

(2T )n

∫
Ω(−TI, 2TI)

f(hk + x)e−i〈λ,t〉dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
m∑
k=1

|Ak| ·

∣∣∣∣∣∣∣
1

T n

∫
Ω(−TI, 2TI)

f(hk + x)e−i〈λ,x〉dx

∣∣∣∣∣∣∣ < ε1

m∑
k=1

|Ak| = ε.

Поэтому ∣∣∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Ak
1

(2T )n

∫
Ω(−TI, 2TI)

f(hk + x)e−i〈λ,x〉dx− 1

∣∣∣∣∣∣∣ > 1− ε.

Полученное неравенство противоречит (30) и выбору ε, значит включение spBf ⊂ spf
в этом случае доказано.

4) В случае равномерной метрики, имея (24) и неравенство |M{f(t)}| ≤ sup
t∈Rn
|f(t)|, вместо

(25)–(27) получим: ∀ε > 0 ∃{Ak}mk=1 ⊂ R ∃{hk}mk=1 ⊂ Rn :

|M{
m∑
k=1

Akf(t+ hk)e
−i〈λ,t〉 − 1}| < ε.

Далее:

|
m∑
k=1

AkM{f(t+ hk)e
−i〈λ,t〉} − 1| < ε,

что противоречит выбору ε.
Таким образом, теорема доказана полностью.
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